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Resumen.
Se presentan sin demostracio´n2 algunos resultados sobre la coleccio´n
de compactaciones por finitos puntos de un espacio topolo´gico: Las re-
laciones entre diferentes me´todos de compactacio´n por finitos puntos,
el comportamiento de ciertos cocientes topolo´gicos de compactaciones
por finitos puntos y la extensio´n del me´todo de compactacio´n OLA a
espacios no compactos en general.
1 Introduccio´n.
Los espacios compactos son de gran importancia en muchos resultados de
diversas ramas de las matema´ticas, varios teoremas importantes dependen
fuertemente del supuesto que ciertos espacios son compactos. En Ca´lculo,
por ejemplo, el teorema fundamental, el de Rolle, y el del valor medio, de-
penden de la compacidad; tambie´n, las funciones continuas tienen ma´ximos
o mı´nimos locales y su continuidad es uniforme, solamente en subconjuntos
compactos (cerrados y acotados) de R. En realidad, las propiedades de los
subconjuntos cerrados y acotados de R fueron la inspiracio´n para la deﬁnicio´n
de compacidad para espacios topolo´gicos en general.
As´ı, cuando un espacio no es compacto, es u´til buscar una compactacio´n de
e´l.
Definicio´n.
Sea (X, τ) un espacio topolo´gico. Se llama compactacio´n de (X, τ) a todo
par ((Y, µ) , f) , donde:
1En este resumen se presentan algunos resultados obtenidos en mi tesis de Maestr´ıa, la
cual fue dirigida por el Doctor Lorenzo Acosta.
2Las demostraciones pueden ser consultadas en [11].
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1. f es un homeomorﬁsmo de (X, τ) en
(
f (X) , µ |f(X)
)
,
2. f (X) es denso en (Y, µ) y
3. (Y, µ) es un espacio topolo´gico compacto.
Se dice que ((Y, µ) , f) es una compactacio´n de (X, τ) por ﬁnitos puntos, si
Y \ f (X) es ﬁnito. Sea n ∈ N, ((Y, µ) , f) es una compactacio´n de (X, τ) por
n puntos, si |Y \ f (X)| = n.
En esta deﬁnicio´n puede suponerse que X es un subespacio de Y y que la
funcio´n considerada es simplemente la inclusio´n. As´ı, salvo homeomorﬁsmos,
una compactacio´n de (X, τ) es un espacio compacto (Y, µ) que contiene a X
como subespacio denso.
Ejemplos:
• Si X = (0, 1) :
1. [0, 1] es una compactacio´n de X por dos puntos.
2. S1, el c´ırculo unitario, es una compactacio´n de X por un punto.
• S2,la esfera unitaria, es una compactacio´n de C por un punto.
• En Rn, n ≥ 2, Br (x) es una compactacio´n de Br (x) por inﬁnitos
puntos.
• Si A = (0, 1) ∪ (2, 3) :
1.
{
(x, y) ∈ R2 | (x− 1)2 + y2 = 1, o´, (x + 1)2 + y2 = 1} es una com-
pactacio´n de A por un punto.
2.
{
(x, y) ∈ R2 | (x− 2)2 + y2 = 1, o´, (x + 2)2 + y2 = 1} es una com-
pactacio´n de A por dos puntos.
3. [0, 1] ∪ [2, 3] es una compactacio´n de A por cuatro puntos.
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2 Me´todos de Compactacio´n conocidos.
2.1 Por un punto:
La Compactaio´n de Alexandrov.
Sean (X, τ) un espacio topolo´gico no compacto y X1 = X ∪{ω} , donde ω es
un punto que no pertenece a X.
Si η = τ ∪{A ∪ {ω} | A ∈ τ ∧ X \ A es compacto} , entonces (X1, η) es una
compactacio´n de (X, τ) por un punto, llamada la compactacio´n de Alexandrov
de (X, τ) .
Esta compactacio´n tiene las siguientes propiedades3:
• La compactacio´n de Alexandrov de (X, τ) es la ma´s grande de las com-
pactaciones de (X, τ) por un punto.
• Cuando (X, τ) es de Hausdorﬀ y localmente compacto, la compactacio´n
de Alexandrov de (X, τ) es la u´nica de las compactaciones de (X, τ)
por un punto que resulta ser de Hausdorﬀ.
Las Compacataciones OLA.
Las compactaciones OLA representan otro me´todo de compactacio´n por un
punto, para espacios topolo´gicos T0 y no compactos. Para presentarlas son
necesarios algunos conceptos previos.
Definiciones:
1. Sean R una relacio´n de orden sobre un conjunto X y x ∈ X. Se dice
que x es un minimal de R si
y ∈ X ∧ y R x ⇒ y = x.
3Para ampliar esta informacio´n puede consultarse [9].
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2. Sea (X, τ) un espacio topolo´gico. Se deﬁne la relacio´n α (τ) sobre X
por
α (τ) = {(x, y) ∈ X ×X | x ∈ adhτ {y}} .
• α (τ) es en general una relacio´n de preorden.
• Si (X, τ) es T0, α (τ) es una relacio´n de orden: Orden de especia-
lizacio´n, cuyos minimales son precisamente los puntos cerrados.
3. Sea (X, τ) un espacio topolo´gico T0. Se deﬁnen los siguientes subcon-
juntos:
Mτ = {x ∈ X | {x} = adhτ {x}}
Lτ = {x ∈ X | adhτ {x} ∩Mτ = ∅} ,
el primero, el conjunto de los puntos cerrados de (X, τ) (o´ minimales de
(X,α (τ))) y el segundo, el conjunto de los puntos que en su adherencia no
tienen puntos cerrados.
Proposicio´n. Sean (X, τ) un espacio topolo´gico T0, no compacto; X1 =
X ∪ {ω} , donde ω es un punto que no pertenece a X, y
τA = τ ∪ {G ∪ {ω} | G ∈ τ ∧ A ⊆ G} ,
donde A = (Mτ \B) ∪ Lτ , B ⊆ Mτ finito.
Entonces (X1, τA) es una compactacio´n OLA
4 de (X, τ) .
Es importante notar que existen compactaciones OLA de (X, τ) que no son
la compactacio´n de Alexandrov, como lo garantiza la siguiente propiedad,
tomada de [5].
Propiedad: Sea τ una topolog´ıa T0 sobre X, no compacta y U-Scott
(σ (α (τ)) ⊆ τ). El compactado de Alexandrov de (X, τ) es de la forma OLA
si y so´lo si α (τ) , el orden de especializacio´n, tiene finitos minimales.
4Esta nocio´n fue introducida por Lorenzo Acosta y Epifanio Lozano en [5].
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Por ejemplo, conside´rese el espacio topolo´gico (N,P (N)) . Es claro que
α (P (N)) = 	N = {(x, x) | x ∈ N} y por tanto el compactado de Alexandrov
de (N,P (N)) no es de tipo OLA.
2.2 Por n puntos:
Fijamos (X, τ) no compacto, n ∈ N, Xn = X ∪ {ω1, ..., ωn} donde ω1, ..., ωn
son n puntos distintos que no pertenecen a X.
Topolog´ıas y Compactaciones Estelares.
Si X contiene n subconjuntos abiertos Ui, i = 1, ..., n, entonces
B = τ ∪ {(Ui \K) ∪ {ωi} | K ⊆ X es cerrado-compacto; i ∈ {1, ..., n}}
es base de una topolog´ıa µ sobre Xn, la cual es llamada topolog´ıa estelar
5
asociada a U1, ..., Un.
Notaremos µ = 〈〈U1, ..., Un〉〉 a la topolog´ıa estelar sobre Xn asociada a
U1, ..., Un.
Proposicio´n. (Xn, µ)es una compactacio´n de (X, τ) si y so´lo si
1. X \ n∪
i=1
Ui es compacto, y
2. Ui  K para cada K subconjunto cerrado-compacto de X, para cada
i ∈ {1, ..., n} . (Implica que Ui = ∅, para cada i)
Compactaciones de Magill.
Si X contiene n subconjuntos abiertos no vac´ıos Gi, i = 1, ..., n; disyuntos
dos a dos tales que:
5Tomada de [10].
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1. H = X \ n∪
i=1
Gi es compacto y
2. X \ ∪
j =i
Gj no es compacto para cada i ∈ {1, ..., n} ,
entonces
B∗ = τ ∪ {A ∪ {ωi} | A ∈ τ, (H ∪Gi) ∩ (X \ A) es compacto en X; i ∈ {1, ...,n }}
es base para una topolog´ıa ρ sobre Xn.
Observemos que H ∪Gi = X \ ∪
j =i
Gj para cada i ∈ {1, ...,n }.
Proposiciones6:
1. (Xn, ρ) es una compactacio´n de (X, τ) por n puntos.
2. Si (X, τ) es localmente compacto y T2 entonces (Xn, ρ) es T2.
3 La Coleccio´n de Compactaciones por
Finitos Puntos.
Sea (X, τ) un espacio topolo´gico no compacto. Llamamos W = {ω1, ω2, ω3, ...}
un conjunto de puntos distintos que no pertenecen a X y X0 = X, Xn =
Xn−1∪{ωn} = X∪{ω1, ..., ωn} para n ≥ 1. As´ı, salvo homeomorﬁsmos, toda
compactacio´n de (X, τ) por n puntos se puede ver como Xn dotado de una
topolog´ıa conveniente, de modo que X es un subespacio de la compactacio´n.
Para n ≥ 1 deﬁnimos:
Cn = {η ∈ Top(Xn) | (Xn, η) es compactacio´n de (X, τ)} .
Definicio´n. Diremos que una compactacio´n (Y, µ) de (X, τ) es una com-
pactacio´n de Clase A si X ∈ µ o´ equivalentemente si τ ⊆ µ.
ACn = {η ∈ Top(Xn) | (Xn, η) es compactacio´n de (X, τ) ∧X ∈ η} .
6Consultar [6] para ma´s detalles.
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Observaciones:
1. Las compactaciones mencionadas: OLA, Alexandrov, estelares y de
Magill son todas de clase A.
2. Si (Xn, µ) es una compactacio´n T1 de (X, τ) entonces (Xn, µ) es de
clase A.
3. X es abierto en cualquier compactacio´n de (X, τ) por un punto, es
decir, AC1 = C1.
4. Veremos que la observacio´n anterior no se puede generalizar para com-
pactaciones por ma´s de un punto.
Definicio´n. Un espacio topolo´gico (Y, υ) se dice hiperconexo si υ \ {∅}
es una coleccio´n cerrada para intersecciones ﬁnitas, es decir, si cada par de
abiertos no vac´ıos tiene interseccio´n no vac´ıa.
Ejemplos:
• Son hiperconexos:
1. (Y, ϕ) , donde Y es un conjunto inﬁnito y ϕ es la topolog´ıa de
coﬁnitos.
2. (R, τ), donde τ es la topolog´ıa con base {(−a, a) ⊂ R |a > 0}.
3. (R, µ), donde µ es la topolog´ıa con base {(a,+∞) ⊂ R |a ∈ R}.
• No es hiperconexo: R con la topolog´ıa usual.
Proposicio´n. Si (X, τ) es un espacio topolo´gico hiperconexo, no compacto,
entonces, para n > 1, (Xn, µ) es una compactacio´n de (X, τ) por ma´s de un
punto que no es de clase A, donde
µ = {A ∪ {ω1} | A ∈ τ \ {∅}} ∪ {∅, Xn} .
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4 Cocientes de Compactaciones por Finitos
Puntos.
Se presentan dos resultados interesantes referentes al comportamiento de co-
cientes de compactaciones de clase A, en los cuales se hace una identiﬁcacio´n
entre los puntos adicionales.
Teorema 1. Sea (Xn, µ) una compactacio´n de clase A de (X, τ) por n
puntos, n > 1.
Si definimos una relacio´n de equivalencia R en {ω1, ..., ωn} y si  = R ∪
{(x, x) | x ∈ X} , entonces (Xn/, µ/) es una compactacio´n de clase A de
(X, τ) por m puntos, donde
m = |{ω1, ..., ωn} /R| ≤ n.
• Si en el teorema anterior (Xn, µ) es una compactacio´n T2, entonces
(Xn/, µ/) tambie´n es una compactacio´n T2.
Teorema 2. Si (Xm, µ) es una compactacio´n de clase A de (X, τ) por m
puntos, entonces para todo n > m existe (Xn, β) una compactacio´n de clase
A de (X, τ) por n puntos, tal que (Xn/, β/) ∼= (Xm, µ) para cierta relacio´n
de equivalencia  sobre Xn.
Basta cosiderar:
β = µ ∪ {B ∪ A | B ⊆ {ωm+1, ..., ωn} ;A ∈ µ , {ω1} ∪A ∈ µ} ,
donde  relaciona ω1, ωm+1, ..., ωn entre s´ı. Cabe anotar que e´sta no es la
u´nica forma de construir a β.
En el siguiente esquema se resume lo que se ha presentado hasta el momento:
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C
AC
...
n
...
m
...
2
1
Teo.1
↓ ↑↑
Teo.2
5 Compataciones de Clase A y Orden
Sea AC = ∞∪
n=1
ACn la coleccio´n de compactaciones de clase A de (X, τ) por
ﬁnitos puntos. Se tienen las siguientes observaciones.
• (ACn,⊆) y (AC,⊆) son conjuntos ordenados.
• Para cada n ≥ 1, (ACn,⊆) es estable por intersecciones de colecciones
no vac´ıas.
• El cambio de nivel entre compactaciones de clase A, a trave´s de los
cocientes deﬁnidos anteriormente, respeta intersecciones de colecciones
no vac´ıas.
• (AC1,⊆) es un ret´ıculo completo, con:
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1. Elemento mı´nimo (X1, µ) , donde µ = τ ∪ {X1} .
2. Elemento ma´ximo (X1, λ) , donde λ es la compactacio´n de Ale-
xandrov de (X, τ) .
• Obse´rvese que para n > 1, (ACn,⊆) no es un ret´ıculo completo:
1. Tiene elemento mı´nimo (Xn, µ) , donde µ = τ ∪ {Xn} .
2. Carece de elemento ma´ximo. No se tiene extremo superior para
cualquier par de elementos de ACn.
Ejemplo: Sean X = (0, 1) ⊆ R con la topolog´ıa usual y dos compactaciones
estelares de X por dos puntos: η = 〈〈U1, U2〉〉 , β = 〈〈V1, V2〉〉 , con U1 =(
0, 1
4
)
= V2, U2 =
(
3
4
, 1
)
= V1.
Cualquier cota superior de η y β debe contener a la topolog´ıa generada por
η y β : 〈η ∪ β〉 , pero (X2, 〈η ∪ β〉) no es una compactacio´n de X, puesto que
X no es denso en X2 :
{ω1} = [{ω1} ∪ U1] ∩ [{ω1} ∪ V1] ∈ 〈η ∪ β〉 y por tanto, tampoco lo sera´
cualquier cota superior.
5.1 Para Compactaciones Estelares.
Notaremos
En = {µ ∈ Top(Xn) | (Xn, µ)es una compactacio´n estelar de(X, τ)}
es claro que todas las compactaciones de En son de clase A.
Los siguientes son algunos de los resultados obtenidos con respecto a la rela-
cio´n de orden entre compactaciones estelares.
• (En,⊆) tiene como elemento mı´nimo a Ω = 〈〈U1, ..., Un〉〉 , donde Ui =
X para cada i.
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• Para n = 1 : Ω = 〈〈X〉〉 = 〈B〉 , donde
B = τ ∪ {{ω1} ∪ (X \K) | K ⊆ X cerrado-compacto} .
Ω es la compactacio´n de Alexandrov de (X, τ), de modo que Ω es la
u´nica compactacio´n estelar de (X, τ) por un punto.
• Sean µ = 〈〈U1, ..., Un〉〉 , β = 〈〈V1, ..., Vn〉〉 dos topolog´ıas estelares sobre
Xn.
Si Vi ⊆ Ui para cada i ∈ {1, ..., n} , entonces µ ⊆ β.
• La interseccio´n de dos topolog´ıas (compactaciones) estelares es una
topolog´ıa (compactacio´n) estelar:
Si µ = 〈〈U1, ..., Un〉〉 , β = 〈〈V1, ..., Vn〉〉 entonces µ ∩ β = η, donde
η = 〈〈U1 ∪ V1, ..., Un ∪ Vn〉〉 .
En conclusio´n, En es una coleccio´n estable para intersecciones ﬁnitas.
6 Cocientes de Compactaciones Estelares.
Los cocientes de compactaciones de clase A, descritos anteriormente, se com-
portan de manera interesante en el caso de las compactaciones estelares.
• Si (Xn, µ) es una compactacio´n estelar de (X, τ) por n puntos, donde
µ = 〈〈U1, ..., Un〉〉 y  = {(x, x) | x ∈ Xn} ∪ R en Xn, donde R es
una relacio´n de equivalencia en {ω1, ..., ωn}, entonces (Xn/, µ/) es
una compactacio´n estelar de (X, τ), con µ/ = 〈〈M1, ...,Mm〉〉 donde
Mi =
ni∪
j=1
Uij para cada i ∈ {1, ..., m} .
Ejemplo:
Si  identiﬁca solamente a ω1 con ω2 en Xn entonces, en Xn−1 se tiene:
µ/  = 〈〈U1 ∪ U2, U3, ..., Un〉〉 = 〈〈U1, U3,..., Un〉〉 ∩ 〈〈U2, U3,..., Un〉〉 .
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• Si (Xm, µ) con µ = 〈〈U1, ..., Um〉〉 es una compactacio´n estelar de (X, τ)
por m puntos, entonces (Xn, β) con
β = 〈〈U1, U2, ..., Um, U1, ..., U1〉〉
es una compactacio´n estelar de (X, τ) por n puntos, n ≥ m, tal que
cierto cociente de (Xn, β) es (Xm, µ) .
Esta u´ltima observacio´n sugiere gran variedad de opciones para construir la
topolog´ıa β.
Ejemplo:
β = 〈〈U1, U2, ..., U7, U4, U3〉〉 es una compactacio´n estelar de (X, τ) por 9
puntos obtenida a partir de la compactacio´n estelar µ = 〈〈U1, ..., U7〉〉 de
(X, τ) por 7 puntos.
Adema´s, si  es la relacio´n de equivalencia sobre X9 que identiﬁca ω4 con ω8
y ω3 con ω9 entonces (X9/, β/) es la compactacio´n (X7, µ) .
7 Relacio´n entre las Compactaciones
Estelares de Magill y OLA.
Sean Mn : La coleccio´n de compactaciones de Magill de X por n puntos y
EDn : La coleccio´n de compactaciones estelares de X por n puntos, con
abiertos generadores disyuntos dos a dos.
Se tienen los siguientes resultados:
• Mn = EDn.
• Si (Xn, η) es una compactacio´n de Magill de (X, τ) por n puntos y
(Xn/, η/) es el cociente ya deﬁnido, entonces (Xn/, η/) es una com-
pactacio´n de Magill de (X, τ) por m puntos.
• Para n > 1 :Mn  En. Basta considerar (Xn,Ω) deﬁnido en la seccio´n
5.1.
• Para n ≥ 1 : En  ACn. Consideremos (Xn, µ) donde µ = {Xn} ∪ τ.
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• Para n = 1 : Existen compactaciones OLA de X que no son estelares,
es decir que no son la compactacio´n de Alexandrov, como se vio´ en la
seccio´n 2.1.
En el siguiente diagrama se resume el estudio hecho hasta el momento de la
coleccio´n de compactaciones por ﬁnitos puntos de un espacio topolo´gico.
*Alexandrov *OLA
*
*
*
*
*Ω
*
2
...
m
...
n
...
...M
ε
AC
1
↓ ↑ ↗ ↙ ↘
En el caso de compactaciones de Hausdorﬀ, siendo X T2 y localmente com-
pacto, se tiene que las colecciones de compactaciones de Magill de X por
n puntos y de compactaciones estelares de X por n puntos coinciden y son
todas las posibles compactaciones de Hausdorﬀ de X por n puntos; siendo
e´ste el caso encontrado usualmente en la literatura.
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8 Una Generalizacio´n de las Compactaciones
OLA.
Como se menciono´ anteriormente las compactaciones OLA so´lo se han deﬁni-
do para espacios T0 y no compactos, en lo que sigue se hace una generalizacio´n
de este me´todo de compactacio´n, a espacios no compactos simplemente.
8.1 Relaciones de Equivalencia con Abiertos Satura-
dos.
En esta seccio´n caracterizamos las relaciones de equivalencia deﬁnidas sobre
un espacio topolo´gico para las cuales los abiertos son saturados.
Sea (X, τ) un espacio topolo´gico y R una relacio´n de equivalencia sobre X.
Consideremos el espacio cociente X/R con su topolog´ıa cociente
τ/R = {A ⊆ X/R | θ−1(A) ∈ τ},
donde θ : X −→ X/R : θ(x) = x .
Se dice que un subconjunto B de X es R−saturado7, si θ−1(θ(B)) = B, es
decir,
(∀ y ∈ B)( y R x =⇒ x ∈ B).
Se tienen los siguientes resultados:
• Sean (X, τ) un espacio topolo´gico y R una relacio´n de equivalencia
sobre X. Los abiertos de X son R−saturados si y so´lo si R ⊆ ∼τ ,
donde
x ∼τ y ⇐⇒ (x ∈ adhτ{y} ∧ y ∈ adhτ{x}).
7Tomada de [4] .
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• Si X es un espacio topolo´gico T0 y R es una relacio´n de equivalencia
sobre X tal que los abiertos de X son saturados, entonces R = ∆X .
Sean (X, τ) un espacio topolo´gico y R una relacio´n de equivalencia sobre X
tal que R ⊆ ∼, entonces:
• θ : (X, τ) −→ (X/R, τ/R) es una funcio´n abierta y cerrada.
• Los cerrados de X tambie´n son subconjuntos R−saturados.
• (X, τ) es compacto (conexo) si y so´lo si (X/R, τ/R) es compacto
(conexo).
8.2 Un Funtor Particular.
Consideremos la ma´xima de las relaciones de equivalencia deﬁnidas sobre un
espacio topolo´gico (X, τ), para las cuales los abiertos son saturados, es decir,
∼ = {(x, y) ∈ X ×X | x ∈ adhτ {y} ∧ y ∈ adhτ {x}} .
Deﬁnimos el funtor F : Top −→ Top
(X, τ) → F (X, τ) = (X/ ∼, τ/ ∼)
f ↓ ↓ F (f) = f∼4
(Y, µ) → F (Y, µ) = (Y ∼, µ ∼)
donde f∼(x) = f(x).
• θ es una transformacio´n natural del funtor identidad en Top al funtor
F .
• (X/ ∼, τ/ ∼) es T0.
De modo que F : Top −→ TopT0 ⊆ Top, donde TopT0 es la categor´ıa de los
espacios topolo´gicos T0. F tiene las siguientes caracter´ısticas:
• F es adjunto a izquierda del funtor inclusio´n I : TopT0 −→ Top.
• F preserva co-l´ımites e I preserva l´ımites.
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• F preserva y reﬂeja compacidad, conexidad y compacidad y conexidad
locales.
• F preserva productos y sub-espacios.
• F preserva y reﬂeja sub-espacios densos.
• F preserva epimorﬁsmos.
• F NO preserva monomorﬁsmos.
• F NO reﬂeja monomorﬁsmos ni epimorﬁsmos.
• F NO preserva igualadores y por lo tanto, F no es adjunto a derecha.
• F preserva y reﬂeja topolog´ıas concordantes.
8.3 Relacio´n del Funtor F con las Compactaciones.
• Si (X∗, τ ∗) es una compactacio´n de (X, τ) entonces F (X∗, τ ∗) es una
compactacio´n de F (X, τ), es decir, F preserva compactaciones.
(X, τ) → F (X, τ) = (X/ ∼, τ/ ∼)
i ↓ ↓ i∼
(X∗, τ ∗) → F (X∗, τ ∗) = (X∗/ ∼, τ ∗/ ∼)
• Si (X∗, τ ∗) es una compactacio´n de clase A de (X, τ) por n puntos tal
que X∗ \X es un sub-espacio T0, entonces
F (X∗, τ ∗) es una compactacio´n de clase A por n puntos de F (X, τ).
Adema´s, si observamos que cuando (X∗, τ ∗) es una compactacio´n estelar de
(X, τ) por n puntos, X∗ \X = {ω1, ..., ωn} es un subespacio T0 de (X∗, τ ∗),
entonces se tienen las siguientes propiedades:
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(X∗, τ ∗) es una compactacio´n F (X∗, τ ∗) es una compactacio´n
estelar de (X, τ) por n puntos, =⇒ estelar de F (X, τ) por n puntos,
τ ∗ = 〈〈U1, · · · , Un〉〉 τ ∗ ∼= 〈〈θX(U1) ,· · · ,θX(Un)〉〉
· · · de Alexandrov =⇒ · · · es de Alexandrov
· · · de Magill =⇒ · · · es de Magill
• F restringido a las funciones inyectivas reﬂeja compactaciones, es decir,
si f : X → Y es un morﬁsmo uno a uno de Top y F (f) : F (X)→ F (Y )
es una compactacio´n, entonces f es una compactacio´n.
8.4 Un Isomorfismo.
Sea (X, τ) un espacio no compacto. Notamos:
K : la coleccio´n de compactaciones (X∗, µ) de clase A de (X, τ) por n puntos,
tales que X∗ \X es un sub-espacio T0 de X∗, donde X∗ = X ∪ {ω1, ..., ωn} .
Recordemos que, como (X, τ) un espacio no compacto, entonces (X/ ∼, τ/ ∼)
es no compacto; sea, Ko : la coleccio´n de compactaciones ((X/ ∼)∗ , η) T0, de
clase A de (X/ ∼, τ/ ∼) por n puntos, donde (X/ ∼)∗ = X/ ∼ ∪{υ1, ..., υn} .
Se tiene que c = F |K .
c−→
K Ko
r←−
• c es un isomorﬁsmo de conjuntos ordenados entre las colecciones de
compactaciones (K,≤) y (Ko,≤) , donde cada orden es el inducido por
la inclusio´n. Llamaremos r a la inversa de c.
Comportamiento de r con las Compactaciones Estelares.
Puesto que las compactaciones estelares de un espacio T0 y no compacto, son
compactaciones T0 de clase A, al estudiar el comportamiento de r con las
compactaciones estelares se obtuvieron las siguientes implicaciones:
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r((X/ ∼)∗, (τ/ ∼)∗) es un compactacio´n ((X/ ∼)∗, (τ/ ∼)∗) es un compactacio´n
estelar de (X, τ) por n puntos ⇐= estelar de ((X/ ∼), (τ/ ∼)) por n puntos
τ ∗ =
〈〈
θ−1X (V1) , · · · , θ−1X (V1)
〉〉
(τ/ ∼)∗ = 〈〈V1, · · · , Vn〉〉
· · · es de Alexandrov ⇐= · · · de Alexandrov
· · · es de Magill ⇐= · · · de Magill
8.5 El Funtor F y las Comactaciones de OLA.
Por medio del isomorﬁsmo r vamos a extender del me´todo de compactaciones
OLA para espacios T0 y no compactos a espacios no compactos en general.
Sea R una relacio´n de orden sobre un conjunto X, se dice que:
x es R−minimal si ∀y ∈ X : y R x =⇒ x = y.
Cuando la relacio´n R es de preorden sobre X, podemos generalizar la deﬁ-
nicio´n de minimal de la siguiente manera:
x es R−minimal si ∀y ∈ X : y R x =⇒ x R y.
Para el espacio (X, τ) se deﬁne el preorden de especializacio´n α (τ) sobre X
por:
α (τ) = {(x, y) | x ∈ adhτ {y}} ,
el cual es de orden si el espacio (X, τ) es T0.
Con este preorden α (τ) sobre X consideremos los conjuntos:
Mτ = {x ∈ X | x es α (τ)−minimal} , el conjunto de los minimales de (X,α (τ)) ,
y
Lτ = {x ∈ X | adhτ {x} ∩Mτ = ∅} , el conjunto de los puntos que en su ad-
herencia no tienen minimales. Cuando (X, τ) es T0, Mτ = {x ∈ X | {x} = adhτ {x}}
es precisamente el conjunto de puntos los cerrados.
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Por otra parte, sabemos que para el espacio topolo´gico (X, τ) se tiene que
F (X, τ) = (X/ ∼, τ/ ∼) es un espacio T0, para el cual α (τ/ ∼) es una
relacio´n de orden sobre X/ ∼ y donde el conjunto de minimales Mτ/∼ coincide
con el conjunto de puntos cerrados de (X/ ∼, τ/ ∼). Se tiene:
x ∈ Mτ ⇐⇒ [x] ∈ Mτ/∼
x ∈ Lτ ⇐⇒ [x] ∈ Lτ/∼.
Cuando (X, τ) no es compacto F (X, τ) = (X/ ∼, τ/ ∼) tampoco lo es,
y puesto que es un espacio T0 podemos hacer una compactacio´n OLA de
(X/ ∼, τ/ ∼) . Para ello, ﬁjamos un subconjunto ﬁnito B de Mτ/∼ y cons-
tru´ımos la compactacio´n OLA de (X/ ∼, τ/ ∼) asociada a B, es decir, lla-
mamos A = Lτ/∼ ∪
(
Mτ/∼ \B
)
y deﬁnimos
(τ/ ∼)∗ = τ/ ∼ ∪{G ∪ {υ} | G ∈ τ/ ∼ ∧ A ⊆ G} ,
donde υ /∈ X/ ∼ .
La compactacio´n resultante, (X/ ∼ ∪{υ} , (τ/ ∼)∗) , es claramente T0 y de
clase A. Entonces r (X/ ∼ ∪{υ} , (τ/ ∼)∗) = (X∗, τ ∗) es una compactacio´n
de clase A de (X, τ) por un punto, donde:
• X∗ = X ∪ {ω} , con ω /∈ X.
• τ ∗ = τ ∪ {H ∪ {ω} | H ∈ τ ∧W ⊆ H} , donde W = θ−1X (A) .
• W = Lτ ∪ (Mτ \K) donde K es un subconjunto de Mτ para el cual
existen x1, ..., xn ∈ K tales que K =
n∪
i=1
↓α(τ) xi.
A esta compactacio´n (X∗, τ ∗) de (X, τ) la llamaremos compactacio´n OLA
y es precisamente la generalizacio´n de la compactacio´n OLA para espacios
no compactos y T0 a espacios topolo´gicos no compactos arbitrarios.
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